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Prefazione

Questo libro, ormai giunto alla quarta edizione, nasce dall’esperienza maturata in molti
anni di insegnamento in corsi dedicati all’introduzione dei concetti base della fisica
moderna rivolti agli studenti della Laurea Triennale delle Facolta di Ingegneria. Si tratta
in particolare dell elaborazione di note preparate per diversi corsi che si sono susseguiti
negli anni sotto vari titoli e che utilizzo ormai da oltre un decennio per il corso di
Introduzione alla Fisica dei Quanti che tengo per gli studenti del Corso di Sudi in
Ingegneria Fisica presso il Politecnico di Milano.

L'utenza di riferimento e costituita da studenti universitari che siano gia stati
sufficientemente esposti a corsi di fisica di base, da cui ci aspetta una discreta conoscenza
dei fondamenti della meccanica (del punto e dei sistemi) della termodinamica,
dell’elettromagnetismo e ottica, dei fenomeni ondulatori in genere. Per quanto riguarda
le conoscenze matematiche, é sufficiente una discreta familiarita con i numeri complessi,
l'algebra lineare e il calcolo differenziale e integrale, anche se al solito conoscenze
ulteriori (equazioni differenziali, analisi di Fourier, spazi funzionali), pur se non
necessarie, risultano senz’altro utili. Poiché in ogni caso ci si rivolge a studenti
relativamente alle prime armi, si é scelto di dare un’impostazione molto fenomenologica
alla trattazione, privilegiando per quanto possibile gli aspetti sperimentali e
introducendo i concetti quantistici in maniera molto graduale.

Il libro si apre con un capitolo introduttivo in cui le idee quantistiche vengono presentate
in una prospettiva storica, volto sia a richiamare i fenomeni classici rilevanti che a
familiarizzare con il radicale cambiamento della visione del mondo imposto dalle nuove
scoperte e relative interpretazioni teoriche. Nonostante il taglio volutamente semplificato
e non formale (o forse proprio per questo), ho ritenuto opportuno far precedere
lintroduzione dei concetti quantistici da due capitoli dedicati a importanti branche della
fisica classica, tradizionalmente non coperte nei corsi di fisica di base e in genere non
presenti in quelli di fisica quantistica: la Meccanica Analitica (Cap. 2) e la Meccanica
Statistica (Cap. 3). La scelta di trattare tali discipline, seppure in maniera solo accennata
e sicuramente non rigorosa, € motivata da un lato dall’esigenza di fornire un luogo

istituzionale a tali argomenti (sono consapevole che si tratta di un’esigenza di
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completezza del tutto personale), dall’altro dalla loro efficacia per la migliore
comprensione della fisica quantistica (si pensi ad esempio all utilita di poter contare
sulla conoscenza del formalismo hamiltoniano classico per introdurre quello quantistico,
oppure sulla teoria degli ensemble di Gibbs per discutere il processo di misura in ambito
quantistico).

L’impostazione fenomenologica torna protagonista nel Cap. 4 dedicato alla discussione
del concetto di atomo, basata sull’analisi di numerosi fatti sperimentali. Lo stesso vale
per il successivo Cap. 5, in cui, dopo aver discusso la termodinamica della radiazione
(altro argomento che tradizionalmente ha sempre faticato a trovare spazio nei corsi di
base) e il corpo nero, si introduce il concetto di fotone e si affronta il problema del
dualismo onda-particella. Il Cap. 6 tratta in dettaglio del modello atomico di Bohr, uno
dei massimi risultati dell’approccio fenomenologico, e si chiude con una discussione
sulla “vecchia fisica dei quanti”, che per quanto ormai superata permette tuttavia una
visualizzazione dei vari fenomeni e processi, a mio modo di vedere molto utile per chi
affronta temi quantistici per la prima volta, come appunto il pubblico cui il libro é rivolto.
La meccanica quantistica vera e propria, nella formulazione di meccanica ondulatoria,
viene affrontata nei successivi tre capitoli: il Cap. 7, contenente la descrizione
ondulatoria della materia a partire dall’ipotesi di de Broglie; il Cap. 8, dedicato
all’equazione di Schrédinger € in cui viene introdotto il concetto di operatore, e il Cap.
9, in cui vengono presentati stati quantistici e grandezze fisiche come descritti dal
formalismo della teoria dei quanti (pur rinviando a testi specialistici per una trattazione
rigorosa).

Nel Cap. 10 vengono discussi semplici ma rilevanti problemi unidimensionali, per
passare poi al caso tridimensionale nel Cap. 11, in cui vengono trattati in particolare i
sistemi a simmetria sferica introducendo [I’operatore momento angolare. Nello stesso
capitolo, si riprende anche lo studio degli atomi, fornendo una giustificazione teorica
basata sull’equazione di Schridinger dei risultati del modello di Bohr e discutendo le
funzioni d’onda per ’atomo di idrogeno e idrogenoidi. |l successivo Cap. 12 ¢ dedicato
alla trattazione dell 'interazione radiazione materia, le transizioni ottiche e le conseguenti
regole di selezione, che consentono un’interpretazione coerente degli spettri atomici. LO
spin, nuova grandezza puramente quantistica senza analogo classico, viene introdotto

nel successivo Cap. 13, che include ’analisi dei fenomeni magnetici interni all’atomo e
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della struttura fine degli spettri atomici. I sistemi a molte particelle sono l’oggetto del
Cap. 14, in cui vengono analizzate le conseguenze dell’indistinguibilita delle particelle,
mentre le statistiche quantiche sono discusse nel Cap. 15, completando quanto fatto nel
capitolo 3 per il caso classico. Infine, nel Cap. 16 sono trattati gli atomi a molti elettroni,
fino a discutere e giustificare la tavola periodica degli elementi chimici, con accenni
anche agli effetti che vanno oltre l'approssimazione di campo centrale (struttura a
multipletti e struttura fine).

Il libro contiene numerosi esempi, in buona parte numerici, in cui, tra l’altro, si e cercato
di sottolineare ['importanza dei conti quantitativi, con [’obiettivo di richiamare
lattenzione degli studenti su questo aspetto troppo spesso trascurato, ritenendo
essenziale che ci si renda conto del valore numerico dei risultati, almeno come ordine di
grandezza. Approfondimenti vari vengono poi trattati nel paragrafo “Complementi,
applicazioni, esempi” che chiude ogni capitolo.

Il materiale qui presentato copre una serie di argomenti di fisica atomica e quantistica
che possono essere trattati a un buon livello di approfondimento in un corso da 10 crediti
formativi unitari (o cfu, ['unita di misura per i corsi universitari introdotta dalla riforma
del 2000). Questo ¢ il caso del corso di Laurea Triennale in Ingegneria Fisica al
Politecnico di Milano, che prevede appunto un corso da 10 cfu dedicato a queste
tematiche (al secondo semestre del secondo anno), il cui programma ricalca il contenuto
del presente libro. A seconda delle esigenze didattiche, si pud anche utilizzare solo parte
del volume per un corso introduttivo da 5 cfu, che possa servire o come unica esposizione
alle idee moderne della fisica (auspicabile per tutti i corsi di Laurea a carattere
scientifico-tecnologico in genere e di Ingegneria in particolare), oppure come primo
avvicinamento in vista di corsi ulteriori.

Rispetto all’edizione precedente sono stati reintrodotti nel corpo del testo cenni alla
meccanica statistica classica e quantistica (prima relegati nelle Appendici), mentre é
stato di molto ridotto lo spazio dato al formalismo. Scelte queste conseguenti al
cambiamento del programma intervenuto a causa dell introduzione al terzo anno della
Laurea Triennale del Corso di Studio in Ingegneria Fisica del Politecnico di Milano del
corso di Complementi di Meccanica Quantistica, dedicato all’approfondimento delle
tematiche quantistiche. Per completezza, una trattazione piu estesa del formalismo della

teoria dei quanti, basata sull” uso estensivo della notazione di Dirac con ket e bra e sulla
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teoria delle rappresentazioni, € riportata in Appendice. Anche in questo caso, fedele
all’impostazione fenomenologica, si é tenuto a sottolineare come [’introduzione di nuovi
concetti e relativi strumenti matematici sia strettamente legata al processo di misura: &
essenziale prendere atto dei limiti e delle possibilita dell’indagine sperimentale, che é
alla base di ogni discorso di tipo scientifico.

E poi previsto un minimo di bibliografia, scelta con criteri del tutto personali tra le opere
di piu facile accesso, per chi volesse andarsi a rivedere concetti appena richiamati
oppure approfondire gli argomenti trattati o in ogni caso guardarli da un altro punto di

vista.

Milano, Settembre 2023






422 Capitolo 14 — Particelle identiche

14.3 Bosoni e fermioni

La forma (14.17) della funzione d’onda di un sistema di due particelle, o la relazione
(14.15) per il caso generale, mostrano che esistono due modi per soddisfare la richiesta
derivante dall’indistinguibilita di particelle identiche: con funzione d’onda complessiva
simmetrica (s, segno +) oppure antisimmetrica (4, segno —). Le proprieta di simmetria
della funzione d’onda si riflettono sulle proprieta statistiche delle particelle da essa
descritte, il che porta a identificare due specie diverse di particelle. Come si dimostra
nell’ambito della meccanica quantistica relativistica, le proprieta statistiche sono a loro
volta connesse con lo spin della particella. Le particelle con spin intero, dette bosoni,
sono descritte da funzioni d’onda simmetriche, mentre quelle con spin semintero, dette
fermioni, da funzioni d’onda antisimmetriche:

segno(+) < Yy, =y, < spinintero <> bosoni

segno (=) < Wy, =Y, <> spinsemintero <> fermioni
Nella prima categoria rientrano molti atomi, come 1’idrogeno e I’elio, i fotoni, i fononi, i
mesoni, ...., nella seconda gli elettroni, 1 protoni, i neutroni e i quark.
Gli elettroni hanno spin 2 e vanno descritti da funzioni d’onda antisimmetriche: la
funzione d’onda per un sistema di due elettroni (lo stesso vale per qualsiasi coppia di

fermioni) risulta pertanto
1
Vi (1:2) = W (O 2) =y, 5 (D) (14.19),

da cui si vede che se si prova a mettere entrambe le particelle nello stesso stato, a = b, la
funzione si annulla. E questo il principio di esclusione di Pauli, la cui formulazione
originale asseriva che 2 elettroni di un atomo non possono occupare lo stesso stato con
tutti i numeri quantici uguali*. In maniera piu generale possiamo dire che non ¢ possibile
mettere nello stesso stato quantistico due particelle uguali descritte da funzioni d’onda
antisimmetriche (cio¢ due fermioni). Da questa discussione si vede che il principio di
esclusione ¢ una conseguenza dell’obbligo di simmetrizzazione, di cui costituisce un

enunciato debole, nel senso che la richiesta (14.15) pone maggiori vincoli sulla forma

4 Pauli introdusse il principio di esclusione per spiegare la tabella periodica degli elementi sulla base del modello
atomico di Bohr-Sommerfeld, Egli propose anche di attribuire all’elettrone nell’atomo, oltre a n / e m, un quarto
numero quantico, che ora sappiamo essere associato allo spin (o meglio alla sua componente z).
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della funzione d’onda di quanto non faccia la regola di Pauli.

Esempio 14.4: due particelle indistinguibili in una buca infinita. Riconsideriamo I’Es. 14.2 per due particelle
quantistiche indistinguibili. Se le particelle sono bosoni, potremo ancora metterle in tutti i livelli senza alcuna
limitazione, come nel caso classico, e avremo la stessa sequenza di energie per il sistema totale
Ew=28,50,8p, ... . Le particelle sono pero indistinguibili e le autofunzioni devono soddisfare all’obbligo di
simmetrizzazione (col segno +). Questo non modifica le autofunzioni dello stato fondamentale e del 2° stato
eccitato, che nell’Es. 14.2 erano gia simmetriche rispetto allo scambio, ma cambia quella del 1° stato eccitato.

Infatti in tal caso per la (14.19) I’autofunzione diventa

! =yk = %{wl(l)wz) Qs (D) = %{isu{— aq]sir{%” xz] +§sir{§ xzjsi{%” xlj} ,

cio¢ un solo stato e senza piu degenerazione.

Le modifiche sono piu sostanziali nel caso di due fermioni: il principio di Pauli impedisce di mettere due
fermioni nello stesso livello, per cui gli stati corrispondenti a quello fondamentale e al secondo eccitato per i
bosoni non sono piu possibili. La situazione ¢ rappresentata schematicamente in Fig. 14.2. Lo stato

fondamentale di due fermioni ha un’energia Ei-= f+ 4= 50, con autofunzione antisimmetrica

wili=vy =%{wl(l)%(2)—%(2)%(l)} =%{§si{f xljsi{%”xzj—fsi{fxzjsi{%’xlj} ,

mentre I’energia del primo stato eccitato vale E\-= f+98=104.
E’ bene sottolineare che in quanto precede abbiamo per semplicita trascurato la variabile di spin. 1l caso piu

realistico di fermioni con spin verra trattato nel prossimo paragrafo.

E
93 —

Figura 14.2. Due particelle quantistiche
indistinguibili in una buca infinita. Rispetto
48 ——] oo o al caso classico di Fig. 14.1, per i bosoni
(sinistra) cambia la degenerazione e la

o—0. Py & Py
*—e @ @ @

A forma di alcune autofunzioni, ma la
stato 1° > srato 10 nza delle energie rimane immutata
fondamentale eccitato eccitato fondamentale eccitato seque e.e ¢ e'ge' € u :
Nel caso dei fermioni (destra) anche la

bosoni fermioni sequenza risulta del tutto diversa.

14.4 Obbligo di simmetrizzazione e spin.

Consideriamo adesso in maniera esplicita anche la variabile di spin, che gioca un ruolo di
rilievo anche nella simmetrizzazione delle funzioni d’onda. Trattiamo in particolare il
caso di due soli fermioni, che, pur essendo sufficientemente semplice, ben si presta a
mettere in luce 1’essenza del problema.

Come discusso alla fine del Par. 13.3, equazione (13.24), la funzione d’onda si fattorizza
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in una parte che dipende solo dalla posizione per una che dipende solo dallo
SPIN: i = @spazioYspin- LA prima parte, @spazio, € Una funzione del tipo solito come quelle
incontrate finora e quindi potra essere simmetrica (¢s) o antisimmetrica (@y) rispetto allo
scambio dei due elettroni. La seconda parte, ypin, € invece composta da due variabili
discrete ciascuna con due possibilita (corrispondenti ai due possibili valori m; =+ e
my = —" della componente z dello spin dei due elettroni). Come discusso nell’Es. 13.9,
per la componente z dello spin totale delle due particelle si hanno quattro possibilita:
mt=m1+my=-—1,0,0,+1. Questi quattro stati di spin possono essere combinati in
maniera da formare stati simmetrici o antisimmetrici, generando lo stato di singoletto e 1

tre stati di tripletto (cf. Es. 13.9)

singoletto (s =0,m, =0): =7 ()7 (2) = 7.z (]

me=+1 2, (Dx,(2)
tripletto(s =1) m =0 [z, (D7) + 2.2z (]

mg==1 " x (Hxr(2) :
in cui il primo ¢ evidentemente antisimmetrico (y4) e gli altri tre simmetrici (s).
L’obbligo di simmetrizzazione richiede che la funzione d’onda complessiva dei due
elettroni (che sono fermioni) sia antisimmetrica rispetto allo scambio delle due particelle.
Se la scriviamo come prodotto, = @pazio Yspin, S1 vede che ci sono due possibilita: o si
prende una funzione spaziale simmetrica (¢s) e quella di spin antisimmetrica (y4), oppure
si fa il contrario (¢4 X ys).
Se consideriamo lo stesso stato spaziale, la soluzione spaziale antisimmetrica ¢
identicamente nulla (¢ sostanzialmente identica alla (14.19) con a =b) e quindi deve
essere esclusa. Rimane quella simmetrica (spaziale) che comporta prendere quella
antisimmetrica per la parte di spin, ossia il singoletto. Si ritrova la ben nota situazione
secondo cui nello stesso stato quantico (per quanto riguarda le coordinate spaziali)
possono essere messi due elettroni, uno con spin su (m; =+ ' ) e I’altro con spin giu
(my=—") a formare uno stato di singoletto. Se gli elettroni sono su stati diversi
(spazialmente) allora potremo avere sia lo stato di singoletto (s = 0) moltiplicato per la

funzione spaziale simmetrica che lo stato di tripletto (s« = 1) moltiplicato per quella

antisimmetrica.
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Possiamo pensare, per fissare le idee, a due elettroni in una buca di potenziale infinita,
nell’ipotesi di poter trascurare completamente la loro interazione coulombiana di modo
da poterli trattare come indipendenti. Si tratta della stessa situazione dell’Es. 14.4, ma
adesso teniamo conto esplicitamente anche dello spin. In questo caso, lo stato
fondamentale si ottiene mettendo entrambi gli elettroni nel livello con n» =1 con spin
opposto (o meglio nello stato di singoletto). Per questo stato (Fig. 14.9), I’energia totale
vale £ =2p. Mettendo poi un elettrone nel livello n=1 e ’altro in quello n=2 si
ottengono due stati, uno con spin paralleli (o piu correttamente lo stato di tripletto con

Stot = 1) e I’altro con spin opposti (o piu correttamente lo stato di singoletto con st = 0).

A s
T v Figura 14.9. Due elettroni in una buca infinita. Lo stato
AL A A eccitato ¢ degenere corrispondentemente allo stato di tripletto
AR T Al ¢ a quello di singoletto.

stato fondamentale  stati eccitati degeneri

I due stati eccitati sono degeneri con energia £ = 5p. Le autofunzioni corrispondenti si
ottengono dal prodotto delle funzioni spaziali simmetriche e antisimmetriche dell’Es.

14.4, moltiplicate per quelle di spin (rispettivamente singoletto e tripletto)

v (12)=ps 1= fsin(fxl]sin(fxz]x%[mnz_(z)—m 2)7_(1)]

a

w'(12) =0, 15 =

X+ (2)
_ % {% sin(%xl jsin(%ﬂ % ) _ %sin(g xzjsin(%rxl j} x % Lr. (D7) + 7. 2) 7. (D]
Z-Wx-(2)

wr(L2) =05 1, =

:%{gsm(gxljsm&”xz)%Sm(gxzjsm&”xl j}><%[Z+(1)z_(2)—z+(2)z_(l)]

Gli ultimi due stati sono chiaramente molto diversi pur avendo la stessa energia.

In realta, come discusso nel Par. 14.5.1 risulta che nello stato con funzione spaziale
antisimmetrica (tripletto per lo spin ) le particelle sono mediamente piu lontane tra loro
che nello stato con funzione spaziale simmetrica (singoletto per lo spin). Questo ha una
conseguenza diretta non appena si considera anche 1’interazione coulombiana repulsiva

tra gli elettroni, che ha I’effetto di aumentare 1’energia della coppia di particelle. Per il
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tripletto, con elettroni lontani, I’aumento ¢ minore che per il singoletto e la degenerazione
viene rimossa. A causa dell’interazione (che tra particelle cariche c’¢ sempre) gli stati di
tripletto risultano sempre piu stabili (con energia minore) di quelli di singoletto. Fa
eccezione lo stato fondamentale che ¢ di singoletto, essendo il tripletto escluso dal

principio di Pauli.

14.5 Complementi, applicazioni, esempi
14.5.1 Distanza media tra particelle indistinguibili. L.’ obbligo di simmetrizzazione con
la conseguente richiesta di simmetria (o antisimmetria) delle funzioni d’onda da luogo a
un nuovo fenomeno, del tutto assente in fisica classica. Cid puo essere discusso con un
semplice esempio, considerando due particelle in una dimensione e andando a calcolare
il valor medio della loro distanza (o meglio del suo quadrato) nei vari casi di particelle
classiche distinguibili, di particelle indistinguibili con funzione d’onda spaziale
simmetrica (¢s) e particelle indistinguibili con funzione d’onda spaziale antisimmetrica
(@ .4). Si tratta cio¢ di calcolare il valore di aspettazione

<(Ax)> =< (x1 —x2)> =<x?>+<x?>-2<x1 x>
usando come funzioni d’onda spaziali le tre diverse espressioni

classiche

Pior = @, (x)ep(xy)
Ps =10, (X))@ (x2) + @, (x2), (X )}/\/5
04 = 10, )Py (x3) = 04 (x2)p (x))} /2

Considerando al solito funzioni d’onda ortonormali, I (/)Z (X)pp (x)dx =3, , per particelle

classiche si trova
<xi>=[x{ 1@, (x) P [| 05 () Py =< x7 >, 3 <x3 >= [ 9,(x)) P [x3 | @ (x2) Pele, =< x* >,

cioe 1 valori di aspettazione del quadrato della coordinata negli stati di particella singola

(notare che sono diversi per le due particelle, come giusto se sono distinguibili); inoltre

2 2
< XXy >=J.x1 | @a(x1) | dxlj.xz | @p(x2) [Fdxy =<x>,<x >

e quindi

2 __ 2 2
<(X) = X)) > ssiche =< X >, +<X" >, 2<x>,<x>, (14.20).

Nel caso di particelle indistinguibili il conto ¢ leggermente piu complicato
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1
< >x == [a 10,0 P [ 19 (52) Py + [ oF 1y (1) Pl [ 94 () Pl +
£ [ 5 0a (x1)" 0 (311 [ 93(32) 0 (x2) %y £ [ X703 (1) 0 (x1)dlx, [ 04 (x2)" 0y (37 )by } =

1
=-{< x2

>, +<x% >, 00} =i{< X2 >, +<x?>y)
2 2
dove il segno superiore e inferiore corrispondono rispettivamente alla funzione
simmetrica ¢ antisimmetrica e nell’ultimo passaggio si ¢ tenuto conto dell’ortogonalita
delle funzioni di particella singola. Il valor medio del quadrato della coordinata della
seconda particella, < x>, si calcola allo stesso modo e si trova ovviamente lo stesso

risultato, essendo le particelle indistinguibili. Infine il termine misto vale

1
<y > =~ [y () P oz Ly Cep) Py + [y Ty () Pet [y [ (o) Py +

+ [ () i (e el [0 (62) W (2 ) ey & [y () W Ge el [ 0070 (62) 7 (62 ) e} =

1
=—{<X>,<X>p +<X > <X >, £ <X > <X >p, T<X >, <X >} =<X >, <X >y J_r|<x>ab|2
2

dove si ¢ introdotto 1’integrale di sovrapposizione
<x>4=[x0,(x) py(x)dx=<a|x|b> (14.21).

I valor medio <(Ax)*>> per funzioni simmetriche (segno superiore) e antisimmetriche

(segno inferiore) vale pertanto

< =X >=<xt >, 4 <x? >, 2 < x>, < x> F2|< x>,

P
Confrontando questo risultato con la (14.20) si vede che la presenza del termine di
sovrapposizione da luogo a una variazione rispetto al caso classico: particelle identiche
con funzione d’onda spaziale simmetrica distano tra loro mediamente meno delle
particelle classiche indistinguibili, mentre quelle con funzione d’onda spaziale
antisimmetrica distano di piu. In altri termini, particelle descritte da funzione d’onda
spaziale simmetrica tendono a stare vicine tra loro mentre quelle descritte da funzione
d’onda spaziale antisimmetrica tendono a stare lontane, come se ci fosse una qualche
interazione che fa si che le prime si attraggano e le seconde si respingano: ¢ questa la
cosiddetta interazione di scambio, su cui torneremo nel seguito. Questa interazione,
manifestazione dell’obbligo di simmetrizzazione imposto dall’indistinguibilita delle
particelle quantistiche, ¢ presente solo finché c¢’¢ una certa sovrapposizione tra le funzioni

d’onda delle particelle singole, cio¢ se ¢’¢ una regione di spazio dove le due funzioni

@a(x) € @p(x) sono entrambe diverse da zero, il che rende il termine (14.21) non nullo.
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