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Matematica 3

I volume tratta i principali argomenti relativi alla geometria
analitica, alle coniche e allo studio di equazioni e disequazioni con
valore assoluto o con quantita irrazionali, assumendo le caratteri-
stiche di un valido strumento per il ripasso e la verifica della com-
prensione degli stessi.

Nella parte introduttiva vengono esposti brevemente i concetti
funzionali all’apprendimento di quelli spiegati in dettaglio nel
testo. In tal modo il lettore non resta disorientato quando si
richiamano alcune regole fondamentali della matematica.

La trattazione formale e simbolica ¢ sempre affiancata da part
discorsive che tendono a presentare in modo intuitivo le nozioni
teoriche.

Il volume accenna anche ad alcuni argomenti di goniometria
che lo arricchiscono ulteriormente e rendono possibile ’analisi di
aspetti piu tecnici e specifici della geometria analitica e delle coni-
che. Infine, particolare attenzione viene dedicata alla parte eserci-
tativa e all’applicazione dei concetti formalizzati.
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1. Richiami di alcuni argomenti preliminari

| punti-chiave

> Ricapitolare gli argomenti del biennio delle scuole superiori, utilizzati in
questo volume.

1.1. Equazioni di primo grado

Si chiama equazione di primo grado un'uguaglianza che puo diventa-
re vera sostituendo alla lettera (generalmente indicata con x e denomi-
nata incognita) un valore particolare detto soluzione.

Un esempio di equazione di primo grado ¢ il seguente:

%(x—2)+3x=4—(1—x)

I termini a sinistra del segno di uguale formano il primo membro
dell’equazione, mentre i termini a destra formano il secondo membro.
Si pud notare che, se al posto di x si sostituisce un valore qualsiasi, ad
esempio il valore 2, il primo membro non risulta uguale al secondo,
ossia 'uguaglianza non risulta vera. Se invece si sostituisce il valore

x= 8 , 'uguaglianza diventa vera. Si dice in tal caso che x = % ¢ la solu-

5
zione dell’equazione.
In generale, per quanto possa essere complessa nella sua forma,
un’equazione di primo grado puo essere ridotta nella seguente forma:

Equazione 1-1 ax="b

Si possono distinguere tre casi.
Se a # 0, allora la soluzione dell’equazione di primo grado ¢ unica e

vale x:é.
a
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Tale soluzione si ottiene dividendo ambo i membri dell’Equazione
1-1 per # in modo da isolare I'incognita .

Sea=0eb#0, allora ’equazione non ha soluzioni ed ¢ detta impos-
sibile. In tal caso si ha infatd che il primo membro dell’Equazione 1-1
si annulla mentre il secondo ¢ diverso da zero.

Infine se 2 = 0 e b = 0, allora 'equazione ha infinite soluzioni ed ¢ detta
indeterminata. In pratica sia il primo che il secondo membro del’Equazio-
ne 1-1 si annullano e 'equazione risulta soddisfatta per qualsiasi valore di x.

Esempi

1) Si consideri ’equazione 3x - 6 = 0.

Essa si puo risolvere attraverso i principi di equivalenza.

1l primo principio di equivalenza dice che si puo aggiungere o sot-
trarre ad ambo i membri dell’equazione la stessa quantita ricavando
un’equazione equivalente a quella data. Ad esempio, aggiungendo +6 ad
ambo i membri dell’equazione si ottiene:

36— 6+6=0+6=3r-06+6=+6 = 3x = +6

Si noti come il primo principio di equivalenza si traduce nel trasferire
addendi da un membro all’altro cambiando loro il segno. Difatti il termine
-6 a primo membro ¢ stato trasferito a secondo membro diventando +6.

1l secondo principio di equivalenza afferma che si possono mol-
tiplicare o dividere ambo i membri dell’equazione per la stessa quan-
tita diversa da zero, ricavando un’equazione equivalente a quella data.

Nel caso in questione, si possono dividere ambo i membri per 3,
ottenendo:

3 % IS

3x=+46= = =x=2
3373 F
L’equazione ¢ cosi risolta e la sua soluzione vale 2

2) Si consideri ora ’equazione:

%(x+4)—x=%(3—2x)+2
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Per risolvere I'equazione ¢ innanzitutto necessario sciogliere le
parentesi tonde, moltiplicando il loro contenuto per il fattore posto
dinanzi ad esse.

lx+2—x=1—zx+2
2 3

Di seguito occorre calcolare il minimo comun denominatore, ossia il
minimo comune multiplo dei denominatori.

3 +12-6x  6—4x +12
6 - 6

1l denominatore comune ad ambo i membri pu6 essere eliminato
attraverso il secondo principio di equivalenza, ossia moltiplicando
ambo i membri per 6.

30412 -6x=6—-4x+ 12

Adoperando il primo principio di equivalenza e trasferendo tutt i
termini con la x al primo membro e quelli che ne sono privi al secondo
membro, si ottiene:

3x—6x+4x=-12+6+12
x=6

1.2. Disequazioni di primo grado

Una disequazione di primo grado si svolge con modalita piuttosto analo-
ghe a quelle di una equazione di primo grado. Si applicano quindi il primo
ed il secondo principio di equivalenza delle equazioni per giungere ad una
forma della disequazione che sia simile ad uno dei seguent quattro tipi:

Equazione 1-2 ax>b;, ax<b, ax=b;, ax=b

Bisogna tenere presente una condizione importante: nel caso in cui
nell’Equazione 1-2 a primo membro il coefficiente della x, ossia 4, sia
negativo, occorre moltiplicare per —1 sia il primo che il secondo mem-
bro e cambiare il verso della disuguaglianza, in modo che i simboli di
disuguaglainza > oppure = diventino rispettivamente < oppure = e vice-
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versa. Questa regola puo essere estesa nel modo seguente: ogni volta
che, in una disequazione, si moltiplicano/dividono ambo i membri per
un numero negativo, occorre cambiare il verso della disuguaglianza.

La soluzione della disequazione puo essere rappresentata mediante
un grafico sulla retta reale che indica 'intervallo di valori che verificano
la disequazione.

Esempio
Risolvere la disequazione —2(x +1) + 2-x x+3
—2x—2+2_x <x+3

—4x—4+2—x<2x+6

2 2
—4x—-4+2-x<2x+6
—4x—x—-20<4-2+6
—7x <8

Si moltplicano per —1 ambo i membri della disequazione e si inverte
il verso della disuguaglianza.

Tx>-8
8

x>——
7

Si riporta inoltre la rappresentazione grafica. L’intervallo delle
soluzioni ¢ rappresentato dalla zona tratteggiata sulla retta dei nume-
ri reali. Il cerchietto bianco in corrispondenza del valore — 8 indica
che tale valore non appar- 7
tiene alla soluzione; in
alternativa quando un valo-
re appartiene alla soluzione &
viene contrassegnato con L >
un cerchietto nero. -




2. Equazioni e disequazioni con valore
assoluto

| punti-chiave

> Risolvere equazioni con valore assoluto.
> Risolvere disequazioni con valore assoluto.

2.1. Equazioni con valori assoluti
Considerata una espressione f(x) funzione dell’incognita x, il valore
assoluto dell’espressione, ossia | f (x)|, ¢ tale che:

|f(0)|= f(x) se f(x)=20
|f ()| ==f(x) se f(x)<0

Le equazioni con valore assoluto vanno suddivise in pil sistemi misti,
ciascuno formato da:

Equazione 2-1

* una o pit disequazioni;
* un’equazione nella quale sono rese esplicite le espressioni assunte dai
valori assoluti secondo la definizione dell’Equazione 2-1.

La soluzione dell’equazione di partenza sard data dall’'unione delle
soluzioni dei vari sistemi misti.

Si presentano alcuni casi.

Si consideri 'equazione

Equazione 2-2 |f(x)| =g(x)

Essa si scompone nei due seguenti sistemi:

{f (x) = g(x) y {—f (x) = g(x)
F(x)=0 F(x)<0

Equazione 2-3

Si noti come nell’inserire f(x) nei sistemi dell’Equazione 2-3 si sia
fatto riferimento al’Equazione 2-1.
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Si consideri ora equazione
Equazione 2-4 |f ()| +|g(x)] = ()

Essa si scompone nei quattro seguenti sistemi, in ciascuno dei quali si
applica la definizione dell’Equazione 2-1, sia per f(x), sia per g(x):

[f(x)+g(a)=h(x)  [~f(x)+g(a) =h(x)
f(x)=0 U< f(x)<0 U
g(x)=20 2(x)=0
Equazione 2-5 _
f@)—g(x)=h(x) |=f(x)=-g(x)=h(x)
Ud F(x)20 U f(x)<0
1g(x) <0 g(x)<0

Esempi

1) Risolvere ’equazione |v? —4a|=2-3x
L’equazione ¢ simile al tipo presentato nell’Equazione 2-2, pertanto
si puo scrivere 'unione di due sistemi misti come descritto nell’Equa-
zione 2-3.
xt—4r=2-3r |-a’+4x=2-3
2 Y12
x"—4x 20 x” —4x <0
Si risolve dapprima il sistema:
xt—4r=2-3x xt—x-2=0
2 =1.2
x" —4x 20 x"=4x 20
L’equazione &’ —x -2 =0¢&taleche A=(-1)"-4-1.(-2)=1+8=9.
Quindi le due soluzioni sono:

1449 143
M2 =75 =75

x1=2 U X =-1
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Queste due soluzioni devono rispondere alle condizioni imposte dal-
la disequazione del sistema:

x? = 4x <0
x?—4x=0
x(x—4)=0
x1=0

1l coefficiente del termine al quadrato ¢ 2 =1 > 0 ed & discorde con il
segno della disequazione, pertanto la disequazione ¢ verificata per valo-
ri interni all’intervallo delle soluzioni: 0 < x < 4. Quindi il sistema &
equivalente al seguente:

I. x:7i1/4_1
2

H'0<x<4

Si riporta in un grafico I'intervallo rappresentato dalla disequazione
II e nello stesso si riportano i due valori dati dalla I. Solo x = # e

contenuto nell’intervallo individuato dalla II.

~
|
=
o~
~
+
- — — -
B
=

ok ===

’unica soluzione.

.. -4l |
Quindi x = # el
Pertanto le due soluzioni del sistema sonox=—-1¢e x =

7 -4l
—_.

2) Risolvere ’equazione b +1]+2 = 2= +4]

L’equazione ¢ scomposta nei seguenti quattro sistemi misti.



4. Introduzione alla Geometria analitica

| punti-chiave

> Conoscere il piano cartesiano.

> Rappresentare punti nel piano cartesiano.

> Calcolare la distanza tra due punti nel piano cartesiano.

> Calcolare il punto medio di un segmento nel piano cartesiano.

4.1. 1l sistema di assi cartesiani ortogonali e le coordinate dei
punti del piano

v, P=(x,;y,)

i 1

1 v

Figura 4-1 |l piano &t e il sistema di assi cartesiani ortogonali

Considerato un piano 7 si pud introdurre in esso un sistema di assi
cartesiani ortogonali, detto xOy, ossia una coppia di rette ordinate con
un verso che si intersecano formando angoli retti (Figura 4-1). Tali ret-
te, denominate asse delle ascisse (x) ed asse delle ordinate (y), sono
caratterizzate da due unitd di misura #, generalmente identiche, che
permettono di individuare i numeri reali su di esse. Il punto di interse-
zione O ¢ detto origine del sistema di assi. In realta I'intero insieme dei
punti nel piano puo essere individuato univocamente attraverso le due
rette ordinate, usando una coppia di coordinate per ogni punto.
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PE(x; y)
x: ascissa del punto P
y: ordinata del punto P

Il primo elemento della coppia di numeri rappresenta [’ascissa di
quel punto, ossia il valore espresso in unita di misura # della proiezione
di quel punto sull’asse delle ascisse x. Il secondo elemento della coppia
di numeri rappresenta ’ordinata di quel punto, ossia il valore espresso
in unitd di misura « della proiezione di quel punto sull’asse delle ordi-
nate y. In alternativa, I'ascissa di un punto puo anche essere vista come
la distanza del punto dall’asse delle ordinate, mentre 'ordinata di un
punto puo essere vista come la distanza del punto dall’asse delle ascisse.
L’origine O ha coordinate nulle O=(0;0). I punti sull’asse delle ascisse
hanno ordinata nulla, mentre i punti sull’asse delle ordinate hanno
ascissa nulla. Un punto che non si trova su nessuno dei due assi ha
entrambe le coordinate non nulle. In generale se si ordinano i 4 qua-
dranti individuati dalle due rette come in Figura 4-1 si nota che le coor-
dinate di un generico punto hanno le seguenti caratteristiche per ognu-
no dei quadranti:

Quadrante Ascissa Ordinata

| x>0 y>0

Il x <0 y>0

1l x <0 y<0

v x>0 y<0
Esempio
In un sistema di assi cartesiani ortogonali xOy disegnare i seguenti
punti:

A=(1;-3), B=(-2;2), C=(-3;-1), D=(2;4),

EE(_;_z R
372 3'4).
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¢ °D=(2;4)

°B=(2;2) t2

°F = (5/3; 1/4)

= —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
°C=(-3:-1) .

(_;1/3; -3/2)

o
es]
]

0 cA=(13-3)

4

-5

4.2. Distanza tra due punti - casi particolari

La distanza 4B tra due punti 4 e B che si trovano sull’asse delle ascis-
se ¢ data dalla relazione:

Equazione 4-1 ﬁ = |xB o xA|

Analogamente, se 1 due punti 4 e B si trovano sull’asse delle ordina-
te, la distanza tra di essi ¢ data da:

Equazione 4-2 AB= |}’B . yA|

Pit in generale se i due punti A4 e B hanno la stessa ordinata, la
relazione per ottenere la distanza tra i due punti & sempre ’Equazio-
ne 4-1; infatti due punti con la stessa ordinata si trovano su di una
retta parallela all’asse delle ascisse (Figura 4-2). Lo stesso dicasi per
due punti aventi la stessa ascissa, ovvero due punti giacenti su di una
retta parallela all’asse delle ordinate; per essi vale ancora ’Equazione
4-2.
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Ya=Yp

Figura 4-2 Distanza di due punti con la stessa ordinata

Esempi

1) Dati i punti 4 =(1;-3) e B =(1;2) calcolare la distanza tra essi.
I due punti hanno la stessa ascissa: x, = ;= 1. Quindi la distanza tra di
essi va calcolata con ’Equazione 4-2:

AB=|y4—yp|=]-3-2=|-5|=5

Sinoti come il valore assoluto ha cambiato il valore negativo nel cor-
rispondente valore positivo.

3
I due punt hanno la stessa ordinata: y, = y; = -3. Quindi la distanza
tra di essi va calcolata con ’Equazione 4-1:
_‘18+1 _’Q‘_Q

6-(-1]-bo+3
3 3 3] 3

=6+~
3
Si noti come il segno negativo della formula e il segno negativo
della coordinata xy = -1/3 sono stati moltiplicati restituendo un segno
positivo; inoltre il valore assoluto ha lasciato invariato il segno positi-
vo.

1
2) Datiipunti A=(6;-3) e B= [——;—3J calcolare la distanza tra essi.

AlexA—xB|=
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Il wolume si rivolge a quanti vogliano apprendere o

rivedere in breve tempo 1 fondamenti della geome-
tria analitica, delle coniche e dell'algebra dei valori assoluti
e del numeri irrazionall. La materia viene spiegata in maniera chiara
e accessibile. La trattazione formale é sempre affiancata da parti di-
scorsive che tendono a presentare in modo intuitivo le nozioni teori-
che e da parti esercitative che chiariscono l'applicazione dei concetti
formalizzati.
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